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The LCAO Interpolation Method Applied to Crystal Electrons in a Magnetic Field 

The splitting of the energy levels of crystal electrons in homogeneous magnetic fields of 
moderate strength is described in terms of the matrix elements of the LCAO method. The matrix 
elements are regarded as adjustable parameters connected with the energy structure of the crystal 
electron without magnetic field. The translational symmetry of the crystal in a magnetic field 
is exactly taken into account, and the matrix elements contain the symmetry of the point group 
of the material. 

The resulting eigenvalue equation is a system of linear difference equations. In analogy to the 
treatment of a similar one-dimensional difference equation for the differential equation of Mathieu 
type the eigenvalues result from an investigation of a vector recursion formula. In connection with 
this method the limiting cases magnetic field and crystal potential approaching zero are discussed 
in short. 

I. Einleitung 

Das Magnetfeld dient in der Festkörperphysik als 
Diagnosemittel für die Energiebandstruktur ohne 
Feld. Man braucht eine Theorie, die die Parameter 
der Bandstruktur ohne Magnetfeld mit denen des 
Energiesdiemas im Magnetfeld verknüpft. Eine sol-
che Theorie ist die effektiver-Hamilton-Operator-
Methode, bei der die Komponenten des effektiven-
Massen-Tensors die Aufspaltung im Magnetfeld be-
stimmen. Bei der effektiver-Hamilon-Operator-Me-
thode wird die Translationssymmetrie des Gitters im 
Magnetfeld nicht exakt berücksichtigt. Dabei ver-
nachlässigt man bei Materialien einfacher Band-
struktur keine meßbaren Effekte (höchstens eine sehr 
geringe Verbreiterung der Landauniveaus, die fast 
immer durch Temperatureffekte überdeckt sein dürf-
te). Die Frage stellt sich jedoch, ob audi bei Mate-
rialien mit komplizierterer Bandstruktur eine solche 
Schlußweise gerechtfertigt ist. 

Hier wird ein Verfahren angegeben, die Band-
strukturparameter des magnetfeldfreien Falls mit der 
Energiestruktur im Magnetfeld unter exakter Be-
rücksichtigung der magnetischen Translationssymme-
trie zu verknüpfen. Dazu wird die LCAO-Interpola-
tionsmethode auf Gitterelektronen im Magnetfeld 
übertragen. Die Entscheidung, ein solches Verfahren 
zu untersuchen, wurde auch durch die Ergebnisse 
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der „tight-binding"-Modellrechnungen von Lang-
bein 2 und Rabinovitch 3 beeinflußt. 

Die aus der Molekülphysik stammende LCAO-
Methode (linear combination of atomic orbitals)4"5, 
die in der Festkörperphysik auch als „tight-binding"-
Methode bezeichnet wird, war lange Zeit mit dem 
Makel behaftet, daß man sie nur für Materialien mit 
sehr schmalen Bändern verwenden könne. Aus der 
neueren Literatur in theoretischer Festkörperphysik 
ersieht man jedoch, daß dieser Methode wieder mehr 
Bedeutung zugemessen wird. Indem man statt von 
den Eigenfunktionen freier Atome von Slater-Funk-
tionen {rn e~*r) oder Gauß-Funktionen, überlagert 
mit entsprechenden Winkelfunktionen, ausgeht, wer-
den LCAO-Bandstrukturrechnungen numerisch trak-
tabel und führen für die verschiedensten Materialien 
zu zufriedenstellenden Ergebnissen6-15. Genauso 
vielversprechend ist die auf Slater und Koster 16 zu-
rückgehende LCAO-Interpolationsmethode 1 7 _ 1 9 . 

II. Die LCAO-Interpolationsmethode 

Die Herleitung der LCAO-Interpolationsmethode 
soll hier kurz skizziert werden, um sie in analoger 
Weise auf den Fall mit Magnetfeld übertragen zu 
können. 

Gesucht ist die Lösung der Einteilchenschrödinger-
gleichung 

HW{r) = [p2 /2 m + V(r)] ! f ( r ) = E V (r) (II . l ) 

mit dem gitterperiodisdien Potential 

V(r + R„) = V{r). (II.2) 
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Auf Grund dieser Eigenschaft kommutieren die 
Translationsoperatoren 

T(RJ=exp(-i/hRn'p), (II.3) 

die auf eine Ortsfunktion die Wirkung 

T(RJf(r)=f(r-RJ haben, (II.4) 

mit dem Hamilton-Operator. Sie bilden eine Abel-
sche Gruppe mit den eindimensionalen irreduziblen 
Darstellungen 

Dk[T(Rn)] = exp( — i fc • R w ) . (II.5) 

Damit ergeben sich die Projektionsoperatoren, die 
aus einer beliebigen Funktion Basisfunktionen zu 
diesen Darstellungen projizieren, zu 

p k = (TV)-1/2 2 exp (ik-RJT(RJ. (II.6) 
Rn 

W (r) soll jetzt nach einem Satz lokalisierter Funk-
tionen r = l , . . . , / (II.7) 

mit bekanntem Transformationsverhalten bei Dre-
hungen (z. B. Rni Yim) entwickelt werden. Die An-
wendung von Pk auf diese Funktionen liefert die 
Bloch-Funktionen 

(AO ~1 /2 2 exp (i fc • Rn) <PV (r - RJ = yv(k, r) (II.8) 

und die Wellenfunktion in einem bestimmten Band m 

Wm(k,r) = 2 Km(k) Wv(k, r ) . (II.9) 
V 

Eigenwerte und Entwicklungskoeffizienten erhält 
man aus dem Gleichungssystem 

2HßV(k)brm(k)=Em(k) isßv(k)bvm(k) (ILIO) 
V V 

mit HßV (fc) = 2 exp (i fc• RJ EßV (Rn), 
n 

SßV(k) = 2 exp(i fc• RJSßV(Rn). (11.11) 
71 

Dabei ist 

EßV (RJ = J (r) H (r - RJ d r , 
SßV(RJ=f&/(r)<I>v(r-RJ d r . (11.12) 

Der numerische Aufwand der LCAO-Methode liegt 
in der Berechnung dieser Integrale. Er wird durch 
die Kenntnis des Transformationsverhaltens der 
<£„(r) verringert. Die Zahl der unabhängigen Ma-
trixelemente wird durch die Untersuchung der Sym-
metrie der Punktgruppe erheblich reduziert. Darüber 
hinaus wird die Zahl der Matrixelemente dadurch 
beschränkt, daß man nur 

I Rfi | = rmax ( H . 1 3 ) 

zuläßt. So kommt man auf eine gewisse Anzahl un-
abhängiger Matrixelemente, die bei der LCAO-Me-
thode zu berechnen sind. 

Bei der LCAO-Interpolationsmethode werden diese 
Matrixelemente als Parameter betrachtet, die an be-
kannte Werte der E (fc) -Struktur angepaßt werden. 
Es soll davon ausgegangen werden, daß einige Para-
meter von vorn herein in folgender Form festgelegt 
werden: 

^ur (^re) — _ J 

ößV ; für Rn = 0 
0 ; sonst. 
0 ; für I R„ ! > rmax 

(Parameter; sonst. 

(11 .14) 

(11 .15) 

Diese Parameter bestimmen die Bandstruktur im 
feldfreien Fall. Es soll jetzt untersucht werden, wie 
sie mit der Energiestruktur im Magnetfeld zusam-
menhängen. 

III. Die Übertragung auf Gitterelektronen 
im Magnetfeld 

Die Schrödinger-Gleichung eines Kristallelektrons 
im Magnetfeld lautet 

H W(r) = [(p-eA)2/2m+V(r)]lF(r) =e W(r) 
( I I I . l ) 

mit dem homogenen Magnetfeld 

B = rot A ( r ) . (III.2) 

Die Translationsoperatoren T (RJ vertauschen nicht 
mit diesem Hamilton-Operator, sondern die magneti-
schen Translationsoperatoren 

Tu(RJ=Ü(r,RJ f ( R J , (III.3) 

die zusätzlich eine Umeichung enthalten. Diese Ope-
ratoren bilden keine Gruppe, sondern eine Strahl-
gruppe: 

7,M(Rn)fM(RJ =c(Rn,Rm)TM(Rn + Rm). (III.4) 

Sie sind im allgemeinen nicht vertauschbar 2 0 - 2 3 . 
Aus der Forderung, daß mit einer Eigenfunktion 
!P( t ) auch T^[(RjW(r) eine Eigenfunktion zum 
gleichen Energiewert sein muß, folgt, daß man jetzt 
die Eigenfunktionen nach den Funktionen 

( r ) = f M ( R j ) <Z>„ ( r ) ( I I I . 5 ) 

entwickeln kann, um diese Bedingung von vorn-
herein zu erfüllen. Diese Funktionen sind Basis-
funktionen zu unendlich dimensionalen Darstellun-
gen der magnetischen Translationsstrahlgruppe [ge-
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maß (III .4) ] . Die R; durchlaufen ein dreidimensio-
nales unendliches Punktgitter. Man würde jetzt gern 
— wie im Fall ohne Magnetfeld — zu den irreduzib-
len Darstellungen übergehen. Da die T^(R n ) nicht 
vertauschbar sind, kann man nicht nur eindimensio-
nale Darstellungen bekommen. 

Man macht folgende Voraussetzung: Der Kristall 
sei im Magnetfeld so orientiert, daß ein Gittervektor 
in Richtung des Feldes zeigt. 

Dann werde der kürzeste Gittervektor in Richtung 
des Feldes als ein elementarer Gittervektor gewählt. 
Die beiden anderen ergeben sich so, daß sie unter-
einander und von dem ersten linear unabhängig sind 
und die aufgespannte Elementarzelle, die hier als 
„magnetische Elementarzelle" bezeichnet werden soll, 
ein möglichst kleines Volumen habe. 

a3 | | B ; at; a2; ß = ( a 1 x f l 2 ) ' a 3 - ( I I I .6) 

Wählt man die Eichung 

A(r) = (Bxr)/ 2 , (III.7) 

so haben die 7 i [ (R„ ) die Form 

1 M ( R n) — e x p { [£ e " R n ' 
( I I I . 8 ) 

Mit der Bezeichnung 

f M (n, at + n2a2 + n3 «3) = f M (nt, n2 , n3) (III.9) 

für eine Teilmenge von Gittervektoren, die in ein-
zelnen Fällen natürlich audi die gesamte Menge um-
fassen kann, und mit der Abkürzung 

a = (e B Q) / (h a 3 ) (111.10) 

folgt dann 

) > ^3) Tu(mi, m2, m3) 

= K + mt, n2 + m2, n3 + m3). 
(111.11) 

Die übliche gruppentheoretische Behandlung (Erwei-
terung der Strahlgruppe zu einer Gruppe, dann Be-
stimmung der irreduziblen Darstellungen 2 0 _ 2 3 ) 
führt auf eine Unterscheidung zwischen rationalen 
und irrationalen Werten von a. Eine erhebliche Re-
duktion der Darstellung mit den Basisfunktionen 
(III.5) ist jedoch audi ohne diese Unterscheidung 
möglich. Nach (III.11) gibt es Teilmengen der 
magnetischen Translationsstrahlgruppe, die Abel-
sche Gruppen bilden: z. B. bilden die Operatoren 

n2,n3) eine Abelsche Gruppe. Wie im Fall 
ohne Magnetfeld sind die irreduziblen Darstellun-

gen und die Projektionsoperatoren bekannt. Die 
Basisfunktionen zu den irreduziblen Darstellungen 
werden aus den Funktionen T"M(I'I i

2
,I

3
) <Pv(T) pro-

jiziert. (Der Fall mehrerer Atome in der magneti-
schen Elementarzelle ist analog durchzuführen und 
wird der Übersichtlichkeit halber in den Ergänzun-
gen (VII) betrachtet.) Man erhält 

(?) =2 exp i k3 a3 — (i, - x2) i2 

•Tu(h i2,i3)$v(T) (III.12) 

mit 7Z JZ 

— ; 0 ^ x o < l . (III.13) a3 a3 

Es gelten dann die üblichen Folgerungen aus der 
Gruppentheorie, insbesondere verschwinden Matrix-
elemente zwischen Funktionen mit verschiedenen k3-
bzw. x2-Werten, denn (111.12) sind Basisfunktionen 
zu den bezüglich unterschiedlicher x2- und Ä3-Werte 
aus (III.13) nicht äquivalenten Darstellungen 

D**k'[Tu(0, n2 , n3) ] = exp^ — i k3 n3a3- ^~x2n2^J . 

(III.14) 

Bildet man die Wellenfunktion als Linearkombina-
tion 

(r) = 2 CV(i,) ( r ) , (III.15) 
V„ h 

so ergibt sidi nach einigen Umformungen aus der 
Schrödinger-Gleichung das Gleichungssystem für die 
cv(i 1) : 

2 ih) 2 exp - i k3 a3 d3 ^ x2 d2 ~ (A - i±) d2 
v„ it dt„ ds \ Z Z 

+ i a ji c/2 j J dx{Ü* (r, (/! - ii)«! + d2 a2) 

(r - (A - H)ax -d2a2- d3 a3) -

• (H-E)0v(r)} = 0. (III.16) 

Dieses Gleichungssystem gilt unter den angegebenen 
Voraussetzungen für beliebig hohe Felder. 

Um den Zusammenhang mit den LCAO-Interpola-
tionsmatrixelementen zu erhalten, muß zur Näherung 
„kleiner Felder" übergegangen werden: Es sei „die 
Reichweite der Landaufunktionen" groß im Ver-
gleich zu den Gitterkonstanten 

(h/e B)1'* > ar, für £ = 1 , 2 , 3 . (111.17) 

Also ist 
a<l. (III.18) 
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Da in der LCAO-Interpolationsmethode nur kleine 
Werte für die dt zu berücksichtigen sind, ist es sinn-
voll, im Bereich des Integrals in (III.16) 

U{r,da) = e x p { i e ( d 1 at + d2 a2 

+ d3 « 3 ) • (r x B ) / 2 h) (111.19) 

durch eins zu ersetzen (für a = 5 Ä und B = 10 T ist 
a ^ 2 - 1 0 " 3 ) . 

Außerdem setze man für kleine Felder 

f$S(r-Rn) H(B) <PV(r)dr =EßV(-R„). 
(111.20) 

(Terme, die die Spin-Bahn-Aufspaltung berücksich-
tigen, können in der in den Ergänzungen (VII) auf-
gezeigten Weise einbezogen werden.) Damit ergibt 
sich 

2 cv(h) [H^ - E'dMVdilyjl] =0 (111.21) 

mit 

HW1 = 2 exp j i k3 a3 ds + ~ x2 d2 - ~ (i± - jt) d2 

- i a jx d2 EßV J ((ii - j j ax + d2 d2 + d3 a3) . 

(111.22) 

Man hat also ein Gleichungssystem zur Bestimmung 
der Energieeigenwerte und der Entwicklungskoeffi-
zienten, das die Parameter EßV(Rn) enthält und hat 
so die Verknüpfung mit dem feldfreien Fall herge-
stellt. 

IV. Das Lösungsverfahren 

Man geht davon aus, daß der Wertebereich der dt 

beschränkt ist 
W ^ i . m a x ( IV. l ) 

und insbesondere die magnetische Elementarzelle so 
groß ist, daß 

K H / W i l ^ i ( i v . 2 ) 

ist. Es ergibt sich, wenn man 0^(7^) als Komponen-
ten von Vektoren auffaßt, das Gleichungssystem in 
der Form 

2 I ( 7 i ) c ( / 1 - l ) + S 3 ( / 1 , £ ) e ( / 1 ) 

+ ® ( / i ) c ( / i + D « 0 . ( I V . 3 ) 

Eine entsprechende eindimensionale Rekursion ist 
aus der Theorie der Mathieuschen Differentialglei-
chung 24 bekannt und wird audi dort zur Berechnung 
der Energieeigenwerte (nach Bouwkamp 25) verwen-

det. Hier hat man eine dreigliedrige Rekursionsfor-
mel für die Vektoren C(j1) mit — 00 <y ' 1 < 00 mit 
den Matrizen 

9f _ uh-Ui — " /iv » 

%ßV = H % h - E ö ß V , (IV.4) 
f? -W1+U1 — " 11V 

Unter der Voraussetzung, daß 21 und ß nicht singu-
lär sind, wird durch Vorgabe von zwei nebeneinan-
der liegenden Vektoren und von E eine Folge von 
Vektoren eindeutig bestimmt. Zur Berechnung der 
Eigenwerte wird folgende Konvergenzforderung ge-
stellt: C(0) und C ( l ) seien vorgegeben. Die C(y') 
erfüllen die Konvergenzforderung, wenn zu vorge-
gebenem £ > 0 ein N{E) existiert, so daß ] C ( n ) ] < £ 
ist, wenn nur [ n j ̂  N (e) ist. 

Ist die Konvergenzforderung erfüllt, heißt E 
Eigenwert. C(0) und C ( l ) bestimmen den Eigen-
vektor. 

Da 21 und (E nicht singulär sind, kann man mit 
Rekursionsformeln für Matrizen zu vorgegebenem E 
den Zusammenhang 

c ( - A O = % c ( 0 ) + 3 ^ + 1 c ( l ) , 

c(N)=mNc(0) + M * _ i C ( l ) (IV.5) 

berechnen. Die Konvergenzforderung kann genau 
dann erfüllt werden, wenn 

lim D
N
( E ) = lim 

N-+00 N-+00 
'JJCy 

= 0 ( i v . 6 ) 

ist. In der Praxis gibt man sich ein hinreichend gro-
ßes N vor, berechnet D

N
( E ) und sucht davon die 

Nullstellen. Ein entsprechendes Computerprogramm 
wurde entwickelt und ausgetestet26. Erste Ergeb-
nisse sollen demnächst veröffentlicht werden. Hier 
soll noch kurz der Zusammenhang der hier vorge-
schlagenen Methode mit den beiden Grenzfällen 
Magnetfeld gegen Null und Kristallpotential gegen 
Null diskutiert werden. 

V. Grenzfälle 

V . l . Bloch-Elektronen 

Geht das Magnetfeld gegen Null, so entspricht das 
dem Grenzübergang a 0. Betrachtet man dafür 
das angegebene Gleichungssystem (111.21) und setzt 
dabei 

§ a x2 = a2 k2 = const ( V . l ) 
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so sieht man, daß die Matrixelemente nur noch von 
der Differenz ix — j± = d, abhängen 
H f/v = 2 exp (i k3 a3 d3 + i k2 a2 d2) 

ij., d3 

•E^(d1a1+d2a2 + d3 a 3 ) . (V.2) 

Das Gleichungssystem lautet 

2 CV (A + dt) [H% - E d„ Sdl 0] = 0 . CV.3) di* v 
Es ist invariant gegenüber der Wahl von A • Es ist 
daher unmöglich, unter Beibehaltung der Randbedin-
gung |c(A)|—>0 für / ; - > + 00 den Grenzübergang 
a—> 0 durchzuführen. (Für sehr kleine Magnetfelder 
muß die endliche Probendimension berücksichtigt 
werden.) 

Man kann a unter der Bedingung (V. l ) Null set-
zen und gleichzeitig zu den bei Blochfunktionen 
üblichen Randbedingungen übergehen. Dann kann 
man den Ansatz 

C ( A ) = C exp (ik t Ö J A ) (V.4) 

machen, der das Gleichungssystem befriedigt und 
wieder auf die Lösungen des feldfreien Falls führt. 
Daß das so ist liegt daran, daß die magnetischen 
Translationsoperatoren 

fM(Rn)^T(Rn) (V.5) 

kontinuierlich in die feldfreien übergehen. 

V.2. Die Leergitterlösung 

Als Leergitterlösung bezeichnet man die Lösung 
der Schrödinger-Gleichung für freie Teilchen, aber 
mit aufgeprägter Symmetrie eines Punktgitters. Hier 
soll die Leergitterlösung für Elektronen im Magnet-
feld behandelt werden. Für freie Elektronen im 
Magnetfeld gilt: 

([p - e/2 (B X r) ]212 m) W (r) = E V (r). (V.6) 
Eine mögliche Separation in kartesischen Koordina-
ten, die in diesem Beispiel mit den Richtungen 
der orthogonalen Gittervektoren jj ex; a2 || Gy\ 
a3 |] Cz (J B übereinstimmen sollen, ist: 

W (r) = c (£, kz) exp ^ (kz z + ky y - x y 

'Xe 
eBV>*( hK 
h) \ eB (V.7) 

Dabei ist s definiert durch 

H = + ( h 2 k 2 ! 2 m ) ) W k " k ' . ( V . 8 ) 

Für Xe(£) erhält man daraus die bekannte Differen-
tialgleichung 

(c/2/d£2 - 1 2 + (2 m e/e B h)) & (£) = 0. (V.9) 

Wendet man einen Operator der Abelschen Gruppe 
{ f M ( 0 , i2, i3)} auf ¥*»•*• an, so folgt: 

f M ( 0 , n2 , n3) Wk»k* = exp{ - i(kz n3 a3 (V.10) 
+ ky n2 a2)} Wkev'k°. 

Die Separation wurde so durchgeführt, daß die Lö-
sungsfunktionen Basisfunktionen zu den irreduzib-
len Darstellungen dieser Abelschen Gruppe, die eine 
Teilmenge der magnetischen Translationsstrahlgrup-
pe ist, sind. Man braucht für die Leergitterlösung 
nur noch kz und ky in der (III.13) entsprechenden 
Weise einzuschränken. 

Eine weitere Analogie zwischen der Leergiiter-
lösung und der Bestimmung der Koeffizienten der 
Entwicklung nach lokalisierten Funktionen erhält 
man für die Lösung in Abhängigkeit von Werten auf 
der flj-Achse. Dazu wird die Differentialgleichung 
für in eine Differenzengleichung umgewandelt, 
wobei davon ausgegangen wird, daß die Funktion 
sich für kleine Felder von Gitterpunkt zu Gitterpunkt 
so wenig ändert, daß es genügt, sie an den Gitter-
punkten zu betrachten. Man setzt x = n j a1 j und mit 
der Abkürzung 

a = (eBfhY^a,; ö=xy/2 ={hkv/a1eB) ( V . l l ) 

ergibt sich die Differenzengleichung in der Form 

Xn-i + (ea2-(n-ö)2a*-2)xn + Xn + i = 0 (V.12) 

mit e = 2 s/h co; OJ = e Bjm. 
Das ist eine Differenzengleichung vom gleichen 

Typ wie (IV.3). Insbesondere ist die entscheidende 
Ortsabhängigkeit durch 

const — {n — Xyf2)2 a2 

gegeben. Einen entsprechenden Term erhält man, 
wenn man für kleine Magnetfelder in (III.22) den 
Ausdruck 

exp {ia(j1-x2/2)d2} 

bis zum quadratischen Term entwickelt. (V.12) ist 
die Differenzengleichung zur Mathieuschen Differen-
tialgleichung, die für kleine Werte von ar in die Dif-
ferentialgleichung des harmonischen Oszillators über-
geht und die entsprechenden Eigenwerte liefert. 

Die Leergitterlösung ergibt für Kristallelektronen 
im Magnetfeld Basisfunktionen zu den irreduziblen 
Darstellungen der Gruppe {7^1 (0, i2, i3)} und in der 
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1-Richtung eine Differenzengleichung, die vom glei-
chen Typ ist, wie das Gleichungssystem, das man bei 
der Übertragung der LCAO-Interpolationsmethode 
erhält, und aus der man mit der angegebenen Kon-
vergenzforderung die Eigenwerte erhält. 

VI. Schlußbemerkung 

Die Übertragung der LCAO-Interpolationsmetho-
de auf den Fall mit Magnetfeld bietet eine „straight-
forward"-Methode der Verknüpfung der Parameter 
der Energiestruktur ohne Feld mit der Aufspaltung 
im Magnetfeld. Dabei wird insbesondere die magne-
tische Translationssymmetrie berücksichtigt, und bei 
der Anpassung der Matrixelemente werden die 
Kenntnisse von der Punktgruppe des Kristalls aus-
genutzt. 

In der Durchsichtigkeit der Ableitung, die sich 
ohne weiteres auf beliebig komplizierte Probleme 
übertragen läßt, und in der exakten Berücksichtigung 
der magnetischen Translationssymmetrie, die sich 
sicherlich auf die Feinstruktur der Energieniveaus, 
vor allem aber auch auf die Form der Eigenfunktio-
nen auswirkt, liegen die Vorteile der hier vorge-
schlagenen Methode. Deshalb könnte sie vielleicht — 
zumindest in den Fällen, in denen es mehr auf die 
genaue Kenntnis einiger Landau-Niveaus als auf die 
Kenntnis des gesamten Spektrums ankommt — eine 
Alternative beziehungsweise eine Ergänzung zur 
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